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INTRODUZIONE

Nei primi tre capitoli di questa tesi parleremo di filtri e ultrafiltri.
Questi strumenti saranno utilizzati per riprendere alcuni concetti di
base di topologia generale come la proprieta di Hausdorff, la conti-
nuita di un’applicazione e la compattezza; essi permettono spesso di-
mostrazioni in poche righe dei teoremi fondamentali, in particolare
del teorema di Tikhonov.

Il tema centrale della tesi e la compattificazione di Stone-Cech di un
insieme discreto che puo essere definita come I'insieme degli ultrafil-
tri su X. Nell’ambito della topologia generale la compattificazione di
Stone-Cech svolge un ruolo di compattificazione universale, ma quan-
do l'insieme X e dotato anche di una struttura algebrica, come nel
caso importante dell'insieme N dei numeri naturali, questa struttura
algebrica puo essere estesa a $X. La struttura che cosi si ottiene si
rivela ricchissima di proprieta logico—combinatorie che negli ultimi 30
anni hanno portato ad importanti risultati nella ricerca. Persino il re-
cente teorema di Green—Tao sull’esistenza di progressioni aritmetiche
di lunghezza arbitraria consistenti solo di primi e affine a questo cer-
chio di idee e benche utilizzi metodi dalla teoria probabilistica dei
numeri, parte da teoremi di combinatoria infinita che possono essere
dimostrati nell’ambito del monoide SN.

I teoremi del quinto capitolo legano i punti fissi di un’applicazione
X — X ai punti fissi dell’applicazione indotta 53X — (X e sono un
buon esempio della bellezza matematica di questa teoria.

Il sesto capitolo introduce la teoria del monoide SN in una nuova no-
tazione che forse e piu intuiva di quella che si trova nei testi. Natural-
mente ci siamo appoggiati fortemente al trattato di Hindman/Strauss.

Nel settimo capitolo vengono esposti alcuni concetti di base del-
la teoria dei sistemi dinamici compatti, in particolare il legame tra
quasiperiodicita e minimalita.

Viene infine dimostrato nell’'ultimo capitolo che ogni sistema dina-
mico compatto universale puo essere ottenuto come immagine omo-
morfa del sistema dinamico universale definito su GN.

Filtri e ultrafiltri. In uno spazio metrico (X, d) la topologia puo
essere descritta mediante la convergenza di successioni. Spazi con
questa proprieta si chiamano sequenziali; piu precisamente uno spazio
topologico X si dice sequenziale se un sottoinsieme A di X e chiuso se
e solo se il limite di ogni successione convergente () a,, con a, € A per

n
ogni n appartiene ad A. Una condizione leggermente piu forte e che la
chiusura di ogni sottoinsieme A C X puo essere descritta mediante la
convergenza di successioni:

A= {x € X | esiste una successione () a, — = con a, € A per ogni
n

Uno spazio con questa proprieta si chiama uno spazio di Fréchet. Ri-
cordiamo inoltre che uno spazio topologico soddisfa il primo assioma

n}



di numerabilita, se ogni punto possiede una base numerabile per gli
intorni. Si dimostrano facilmente le implicazioni

Metrico = 1° assioma di numerabilita
—> Fréchet — sequenziale

Una discussione si trova a pagina 53 del libro di Engelking. Molti
spazi importanti non sono pero sequenziali. La loro topologia non puo
quindi essere descritta mediante la convergenza di successioni. Si puo
rimediare introducendo successioni generalizzate (i cui indici percor-
rono un insieme quasiordinato diretto qualsiasi invece di N) oppure
utilizzando il concetto piu algebrico, anche se un po’ meno intuiti-
vo, di filtro. Come mostrano i teoremi del primo capitolo, mediante
1 filtri possiamo descrivere la topologia di uno spazio topologico o la
continuita di un’applicazione: Per A C X abbiamo infatti

A={re X | esisteunfiltroasuXcona — z e A € a}

mentre un’applicazione f : X — Y tra spazi topologici & continua in
un punto z € X se e solo se per ogni filtro £ — z convergente in X si
ha la convergenza f(i) — f(z)inY.

A causa di questo parallelismo tra filtri e successioni, in questa
tesi abbiamo usato la notazione i,...,z per filtri. Ultrafiltri, cioe
filtri massimali, possono essere addirittura considerati come punti
generalizzati dell'insieme dato; essi saranno denotati con Z, ..., %.

Ogni filtro corrisponde a un semiquantore, cioé a un concetto di per
quasi tutti. Questa idea puo essere sfruttata nell’analisi nonstandard.

La compattificazione di Stone-Cech di un insieme discreto.
Linsieme X degli ultrafiltri su un insieme X puo essere dotato di
una topologia in cui X diventa uno spazio di Hausdorff compatto. X
puo essere considerato in modo naturale un sottoinsieme di 5X. X e
allora denso in X e X si rivela una compattificazione universale di
X nel senso della definizione 4.28. Gli elementi di 5X possono essere
considerati punti generalizzati (iperpunti) di X; I'insieme 53X contiene
una ricchezza quasi inimmaginabile di informazioni su X, piu precisa-
mente si puo dire che tutte le costruzioni logico—combinatorie che ef-
fettuiamo in X si esprimono e unificano in qualche modo attraverso
BX.

Punti fissi. Katétov ha formulato nel 1967 un criterio combinato-
rio per l'esistenza di punti fissi di un’applicazione f : X — X. Uti-
lizzando questo risultato si riesce a dimostrare che se 'applicazione
Bf : X — (X possiede un punto fisso, allora la f stessa deve
possedere un punto fisso e che Fix 3f = Fix f (corollario 5.10).

Il monoide gN. La struttura algebrica di semianello di (N, +,-)
puo essere estesa a ON. Nella tesi cio viene eseguito per 'addizione.
Il monoide non piu commutativo (SN, +) contiene moltissimi segreti
della combinatoria additiva di N e quindi di un campo estremamente
difficile e importante della teoria dei numeri. A questo aspetto sono



dedicati il trattato di Hindman/Strauss e moltissimi articoli di ricerca
spesso sorprendenti degli ultimi 30 anni.

Sistemi dinamici compatti. La dinamica topologica e la teoria as-
tratta della quasiperiodicita. Un teorema centrale caratterizza i punti
quasiperiodici di un sistema dinamico compatto X come quei punti
la cui chiusura d’orbita ¢ minimale, cioé minimale tra i sottoinsiemi
chiusi invarianti e non vuoti di X (teorema 7.22). Da cio segue in
particolare (utilizzando il lemma di Zorn) che X possiede sempre un
punto quasiperiodico. La teoria dei sistemi dinamici compatti com-
prende la teoria della stabilita e degli attrattori di sistemi dinamici
classici (esposta ad esempio nei libri di Brin/Stuck e Bhatia/Szego), la
vasta teoria dei sistemi di sostituzione (successioni di Morse general-
izzate), molti aspetti della teoria combinatoria dei linguaggi formali e,
come si € visto in anni recenti, della teoria additiva dei numeri. Spes-
so nello studio di sistemi dinamici compatti insieme alla topologia si
utilizzano anche gli strumenti piu analitici della teoria della misura e
della teoria ergodica. I libri di Brin/Stuck e Denker espongono ques-
ta combinazione di teorie in modo elementare, introducendo a molti
aspetti teorici e applicativi.

Il sistema dinamico universale. Ogni sistema dinamico com-
patto transitivo X (in particolare ogni sistema minimale) & immagine
omomorfa del sistema dinamico universale SN. Per l'ipotesi di tran-
sitivita X coincide con la chiusura d’orbita di un punto = e 'omomor-
fismo si ottiene come estensione dell’applicazione naturale O)T"x :

n
N — X. In questo senso tutta la dinamica topologica e’ contenuta
nella teoria di SN.

Teoria di Ramsey. Frank Ramsey (1903-1930) ha dimostrato che
per ogni coppia (k,!) di numeri naturali esiste un numero r, e quindi
anche un piu piccolo numero r := R(k,!) con la proprieta che per og-
ni insieme X con almeno r elementi ed ogni partizione con due classi
X x X =PUQdi X x X esiste un sottoinsieme £ C X con |E| =k ed
E x E C P oppure un sottoinsieme F' C X con |F|=led Fx F C Q.1
numeri R(k,[) si chiamano numeri di Ramsey ed & molto difficile cal-
colarli. Uno dei pochissimi numeri di Ramsey noti & R(3,3) = 6. Cio
signififca che con sei persone e due tavoli a tre possiamo fare sempre
in modo che in uno dei due tavoli si trovino soltanto persone che si
conoscono a vicenda oppure persone che non si conoscono. Esistono
molte generalizzazioni del teorema di Ramsey nella combinatoria fini-
ta; la teoria di Ramsey infinita € nata come combinatoria delle pro-
gressioni aritmetiche. Il teorema di van der Waerden asserisce che per
ogni partizione finita N = A;LJ. ..U A,, dei numeri naturali uno degli 4;
contiene progressioni aritmetiche di lunghezza arbitraria. Questo teo-
rema e stato dimostrato da van der Waerden in modo puramente com-
binatorio, e solo molto piu tardi si sono trovate dimostrazioni nell’am-
bito della dinamica topologica e di SN. Anche qui alla teoria topologica
si affianca la teoria ergodica; cfr. la monografia di Furstenberg e gli
ultimi capitoli del libro di Hindman/Strauss. Una breve introduzione
si trova nell’articolo di Blass.



Analisi non standard. Non abbiamo trattato questo importante
aspetto della teoria degli ultrafiltri che dimostra ancora la potenza di
questo concetto. I sia un insieme infinito ed  un ultrafiltro libero su
I. Sull'insieme I¥ di tutte la applicazioni / — X introduciamo una
relazione di equivalenza con a ~ 8 <— {i € I | a; = (;} € i, ciog,
nella notazione del terzo capitolo, o ~ § <= «a; = (; ¥(i,i). X puo
essere considerato come sottoinsieme di H(X) := I/ ~. Se X & uno
spazio topologico, una classe [a] € H(X) si dice infinitamente vicina
ad un punto z € X, se per ogni intorno U € U(x) vale «; € U V(i, ii).
Per X = R in questo modo si possono definire numeri generalizzati in-
finitamente piccoli. Si arriva cosi all’analisi nonstandard, creata negli
anni ’50 da Abraham Robinson, Curt Schmieden e Detlef Laugwitz.



1. FILTRI

Situazione 1.1. Siano X,Y, Z insiemi.

Uno spazio topologico verra talvolta scritto nella forma (X, ), dove
per ogni x € X con U (x) denotiamo I'insieme degli intorni di z.

Definizione 1.2. Un intreccio su X & un insieme o« C P(X) con le
seguenti proprieta:

(1) a#0.

(2) Perognim > 1edogni Ay,...,A, €avale A;N..NA, #0.

Si dice anche che « possiede la proprieta dell’intersezione finita. Dalla
(2) segue in particolare che A # () per ogni A € a.

Definizione 1.3. Un filtro su X € un insieme & C P(X) con le seguenti
proprieta:

1) = #0.

(2) 0 ¢ .

B) FetedFCACX = Aci.

4) F,.Gei — FNnGeai.

E chiaro che un filtro & un intreccio.

Nota 1.4. (1) In topologia I’esempio piu importante di filtro e il punto

di partenza per la teoria della convergenza e il filtro /(x) degli intorni
di un punto z in uno spazio topologico.

(2) {X} & un filtro. E il filtro meno interessante.

(3) Si osservi che dalla definizione 1.3 segue che X € i per ogni filtro
z su X. Infatti per ipotesi = # (), quindi esiste F' € #, ma F' C X, per
cui X € 1.

Definizione 1.5. a sia un intreccio su X. Definiamo
filtro(a) :={F C X |dm>1led Ay,...., Ap, Eaxcon A1N...NA,, C F}.

Si dimostra facilmente che filtro(a) € veramente un filtro. Quindi
per ogni intreccio esiste un filtro che lo contiene (e viceversa ogni
sottoinsieme non vuoto di un filtro & un intreccio).

E anche chiaro che filtro(«) & il pitt piccolo filtro che contiene a.

Nota 1.6. Per ogni sottoinsieme non vuoto A C X, l'insieme {4} & un
intreccio. Possiamo quindi definire il filtro

AT = filtro({A}) = {F C X | AC F}

che consiste di tutti i sottoinsiemi di X che contengono A. Per x € X
usiamo l'abbreviazione x* := {z}T = {F Cc X |z € F}.

Definizione 1.7. X sia uno spazio topologico e # un filtro su X. Sia
z € X. Diciamo che i converge ad x e scriviamo & — x, se U(x) C .
Diciamo che & converge, se esiste un = € X con & — x.



Definizione 1.8. Due filtri & e y si dicono intrecciati, se © U 3 € un
intreccio. Si dimostra facilmente che cio accade se e solo se FNG # ()
perogni F € &, G € 9.

Teorema 1.9. Per uno spazio topologico X le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

(1) X e di Hausdorff.
(2) Seieéeunfiltrosu Xei — x,2 — vy, allora r =y.

Dimostrazione. (1) = (2): Supponiamo & — z e & — y con
x # y. Siccome X e di Hausdorff, esistono U € U(x) e V € U(y) tali
che UNV = (. D’altra parte U(z) UU(y) C &, per cui U,V € &, una
contraddizione.

(2) = (1) Assumiamo che X non sia di Hausdorff. Allora esistono
z,y € X con z # y tali che per ogni U € U(x) ed ogni V € U(y) si
abbia U NV # (). Come abbiamo osservato nella definizione 1.8 cio
implica che U (z) UU(y) € un intreccio e quindi esiste un filtro , con
U(x) UU(y) C . Ma allora & — z e & — y, quindi per ipotesi = = vy,
una contraddizione.

Nota 1.10. Sia X uno spazio topologico e x € X. Allora:
(1) U(z) — = (ovvio).

2) zt — 2.
Infatti x € U per ogni U € U(x), per cui U(x) C z™.

Definizione 1.11. / : X — Y sia un’applicazione e Z un filtro su X.
Definiamo

f@):={BCY|fB)ei}
f () si chiama l'immagine di i sotto f.

Osservazione 1.12. f : X — Y sia un’applicazione e i un filtro su
X. Allora

f(@)={G CY | esiste F € & con f(F)C G}
In particolare vediamo che f(F') € f(i) per ogni F € 7.

Dimostrazione. Sia F € i. Allora F C f~!(f(F)), per cui
f~Yf(F)) € &, cosicche f(F) € f().

Proposizione 1.13. f : X — Y sia un’applicazione e & un filtro su
X. Allora f(z) e un filtrosu Y.

Dimostrazione. (1) E chiaro che Y € f(i), per cui f(i) # 0.

2) f710) =0 ¢ &, percui ) & f(i).

(8)Siano G € f(¥)e G C BC Y. Allora f~}(G) C f~Y(B) e
f~YG) € i per cui f~1(B) € ; cid significa che B € f(#).

(4) Siano G, H € f(i) ciod f~1(G) e f~Y(H) € i. Allora
fFYUGNH)=fYG&)nfY(H)€i percuiGNH € f(i).



Osservazione 1.14. Siano X e Y spazi topologicie f : X — Y
un’applicazione. Sia v € X. Allora sono equivalenti:

(1) f eécontinua in .
(2) PerogniV eU(f(z))siha f~HV) € U(x).
(3) U(f(x)) C fU(x)).

Dimostrazione. Cio segue direttamente dalle definizioni.

Teorema 1.15. X e Y siano spazi topologici ed f : X — Y un’appli-
cazione. Sia x € X. Allora sono equivalenti:

(1) f e continua in .

(2) Per ogni filtro @ su X con & — z in X vale f(i) — f(z)inY.

Dimostrazione. (1) = (2): Sia &¢ — z, cioe U(z) C 4. Da cio
segue che f(U(x)) C f(i) e per osservazione 1.14 U(f(z)) C f(&), cioe
f(@) — f(a).

(2) = (1) : Considero il filtro U (x) — x. Per ipotesi
fU(x)) — f(x) ovvero U(f(z)) € f(U(x)), la funzione e quindi con-
tinua per l'osservazione 1.14.

Nota 1.16. Siano date due applicazioni f : X — Y eg:Y — Zed
un filtro & su X. Allora (go f)(%) = g(f(2)).

Dimostrazione. Sia H C Z. Allora H € (go f)(i) < (gof) ' (H) €
& = g '(H) € f(z) <= H € g(f(2)).

Corollario 1.17. f : X — Y sia un’applicazione e & un filtro su X.
(1) Se f e suriettiva allora f(z) = {f(F) | F € &}.
(2) Se f é biiettiva con g := f~1, allora g(f(1)) = i.
Dimostrazione. (1) Dall’'osservazione 1.12 supponiamo che
f(F) € f(z) per ogni F € &.
Sia G € f(&). Allora F := f~}(G) € i, e per la suriettivita di f si ha
G = f(f71(G)) = [(F).

(2) Segue dalla nota 1.16

Lemma 1.18. & sia un filtro su X ed A C X. Allora sono equivalen-

ti:

(1) £ U{A} e un intreccio e quindi esiste un filtro y su X con & C yed
Aeqy.

(2) FNA#DperogniF € 1.

(3) X\ A¢ui.

Dimostrazione. (1) <= (2): Chiaro.
(2) = (3): Siccome (X \ A) N A = (), l'ipotesi implica X \ A ¢ &.
(3) = (2): SiaF e€i2con FNA=1(. Allora F C X \ A e quindi
X \ A € &, una contraddizione.

Proposizione 1.19. Sia X uno spazio topologico ed A C X. Allora
sono equivalenti:



(1) Aé aperto.
(2) Per ogni x € A e per ogni filtro @ su X con & — x vale A € i.

Dimostrazione. (1) = (2): Sianoz € A e & — x. Siccome A &
aperto, abbiamo A € U/(x). Ma per ipotesi U(z) C &, per cui A € i.

(2) = (1): Siaz € A. U(x) & un filtro tale che U(z) — =z, e per
ipotesi A € U(x). Cio mostra che A & intorno di ogni suo punto e quindi
A e un aperto.

Proposizione 1.20. X sia uno spazio topologico A C X ed z € X.
Allora sono equivalenti:

(1) z e A

(2) Esisteun filtrotsu X cont — xe A € 1.

Dimostrazione. (1) = (2): Voglio dimostrare che ¢/(z) U A & un

intreccio. Poiché x € A, per ogni U € U(x) vale ANU # (. Quindi
U(z)U A & un intreccio e & = U(x) U A e il filtro che stavamo cercando.

(2) = (1): Supponiamo che = ¢ A. Allora esiste U € U(x) tale che
UnNA={(. Assurdo perche U, A € i.

Definizione 1.21. Un’applicazione tra spazi topologici f : X — Y si
dice aperta, se f(U) & aperto in Y per ogni aperto U di X.

Osservazione 1.22. Per un’applicazione f : X — Y tra spazi topo-
logici sono equivalenti:
(1) f é aperta.
(2) Perognixz e X eperogniU € U(x) si ha f(U) e U(f(x)).
(3) fU(x)) CU(f(x)) per ogni z € X.
Dimostrazione. (1) = (2): Siano z € X e U € U(z). Allora esiste

un aperto A tale che x € A C U e quindi f(z) € f(A) C f(U). Per
ipotesi f(A) e aperto, per cui f(U) € U(f(z)).

(2) = (3): Sia V ¢ f(U(x)) cioe f~1(V) € U(z). Per ipotesi
f(fF~Y(V)) eU(f(x)), e siccome f(f~1(V)) Cc V, abbiamo V € U(f(z)).

(3) = (1): Sia U un aperto di X. Dobbiamo dimostrare che f(U) e
un apertodi Y. Siay € f(U). Allora esiste x € U con f(x) = y. Siccome
U e aperto, abbiamo U € U(z) e l'ipotesi implica f(U) € U(y). f(U) &
percio un intorno di ogni suo punto e quindi aperto.

Osservazione 1.23. Per un’applicazione f : X — Y tra spazi topo-
logici sono equivalenti:

(1) f é continua ed aperta.
(2) f(U(x)) =U(f(x)) per ogni x € X.

Dimostrazione. (1) = (2): f & continua e quindi
U(f(x)) C f(U(x)). Ma f & anche aperta e quindi f(U(z)) C U(f(x)).

(2) = (1): Chiaro.



Definizione 1.24. (O (X, U;) sia una famiglia di spazi topologici;
teT
I'insieme degli indici 7" puo essere infinito.

X = ][] X; sia il prodotto cartesiano degli insiemi X;, e per ogni
teT
t € T sia P, : X — X, la proiezione canonica.

Per x € X scriviamo z; := P;(z), cosicché viceversa z = () xy.
teT
Per z; € X; sia U;(x;) il filtro degli intorni di z; in X;.

Per z € X allora
afz) = {P7YUy) |t € T ed U; € Uy()}

& un intreccio; infatti P;(z) = z; € U; e quindi € P! (U;) per ogni
t € T ed ogni U; € Up(z¢), per cui z € W per ogni W € a(z), mentre e
chiaro che a(z) # 0.

Possiamo quindi definire U(z) := filtro(a(x)). Si verifica facilmente
che in questo modo si ottiene una topologia su X.
Lo spazio (X,U) =: [ (X:,U) =: [] X: si chiama il prodotto diretto
teT teT
degli spazi topologici X;.

Nota 1.25. Nella situazione della definizione 1.24 sianot € T' ed
A; C Xy Allora PY(A;) = {z € X | 2; € A;}, a parte ordine dei
fattori, puo essere considerato insiemisticamente come un prodotto

cartesiano A; x [[ Xs. Da cio (o dalla suriettivita di P,) segue anche
sF#t
che Ptpil(At) = At.

Siccome inoltre per U}, .., U} € U;(z;) abbiamo
PYUNN..n PN UF) = PPN UL N N TUF)

con Ul N...N U} =: Uy € Uy(x), vediamo che gli elementi di ¢/(z) sono
esattamente i sottoinsiemi W di X per cui esistono ¢y, ...,t,, € T tutti
distinti ed Uy, € Uy, (l‘tl), vy U, € Uy, ({L‘tk) tali che

V=P ' (U,)Nn..nP_NUy,) C W.

A parte 'ordine dei fattori V puo essere considerato come un prodotto

cartesiano del tipo Uy, x, ..., xU;, x [] Xscon T’ :=T\ {t1,...,tm}.
seT”

Per ogni j abbiamo percio P, (V') = Uy, inoltre Ps(V') = X, per ogni
s € T'. Cio implica P,(V') € U;(x;) per ognit € T.

Proposizione 1.26. Nella situazione della definizione 1.24 ogni proiezione
P, : X — X, e continua e aperta.

Dimostrazione. (1) Continuita di P;: Sia U; € U;(x¢). Per costruzione
allora P, 1 (Uy) € U(x).

(2)P, ¢ aperta: siaz € X eU € U(x). P(U) = Uy € Up(z) C U(xy).
Quindi per l'osservazione 1.22 P, e aperta.
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Corollario 1.27. Nella situazione della definizione 1.24 vale
Py(U(x)) = U ()

Teorema 1.28. Nella situazione della definizione 1.24 siano & un filtro
suXedxeX. PerteTsia iy := P/(). allora sono equivalenti:
() z — z.

(2) &y —> xy perognit € T.

Dimostrazione. (1) = (2): Proposizione 1.26 e teorema 1.15.
(2) = (1): Sia U € U(z). Dobbiamo dimostrare che U € i.

Possiamo assumere che U sia della forma U = P, ' (U, )N...nP_ (Uy,).

Per ipotesi U;, € iy, = P, (%) cioe Ptjl(Uti) € & per ogni i, quindi
U e .
Teorema 1.29. Nella situazione della definizione 1.24 sia data un’ap-

plicazione f : 7 — X, dove Z é un altro spazio topologico. Allora sono
equivalenti:

(1) f e continua.
(2) Piof:Z — X;écontinua perognit e T

Dimostrazione. (1) = (2): Per la proposizione 1.26 P; e continua,
quindi lo e anche la composizione P; o f.

(2) = (1): Sia z € Z e y un filtro su Z con y — z. Poiche P, o f &
continua ho che P,(f(&)) — Pi(f(z)) per ogni ¢t ovvero
(f(9))e — (f(z))¢ cio significa che f(y) — f(z). Per il teorema 1.28 f
e continua.

Proposizione 1.30. Nella situazione della definizione 1.24 ciascuno
degli spazi X; sia di Hausdorff. Allora anche X é di Hausdorff.

Dimostrazione. Siano x,y € X e sia & un filtro definito su X tale che
i — redi— y,ovvero &; — x; € Iy — y; per ogni t. Poiche X; e di
Hausdorff si ha che z; = y; per ogni ¢t e quindi v = v.

Nota 1.31. Siano X uno spazio topologico e T un insieme. Linsieme
XT di tutte le applicazioni 7 — X pud essere considerato in modo

naturale come prodotto cartesiano [[ X; con X; = X per ognit € T.
teT

Possiamo quindi introdurre su X’ la topologia del prodotto.
Lemma 1.32. (X, d) sia uno spazio metrico. Allora

d(u,v) — d(z,y)| < d(z,u) + d(y.v)
per ogni u,v,x,y € X.

Dimostrazione. Siano u,v,z,y € X. Si ha che:

d(u,v) < d(u,z) +d(z,y) + d(y,v) e

d(z,y) < d(x,u) + d(u,v) + d(v,y).

Possiamo quindi dedurre che |d(u,v) — d(z,y)| < d(x,u) + d(y,v).
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Proposizione 1.33. (X, d) sia uno spazio metrico. Allora
d: X x X — R é continua.

Dimostrazione. Siano (z,y) € X x X ede > 0. SiaW := {a € R |
|d(x,y) — a| < £}. Dimostriamo che d=Y(W) € U(z,y).

d=Y(W) = {(u,v) € z x X | |d(u,v) —d(x,y)| < e}.

E’ sufficiente trovare un § > 0 tale che d(u,z) < § e d(v,y) < ¢
implica |d(u,v) — d(z,y)| < €.

Dal lemma 1.32 sappiamo che
|d(u,v) — d(z,y)| < d(z,u) + d(y,v) < 20
per cui é sufficiente porre § = /2.
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2. ULTRAFILTRI E COMPATTEZZA

Situazione 2.1. XY/ ... insiemi.

Definizione 2.2. Un ricoprimento di X € un insieme non vuoto
p C P(X)taleche |J U = X. psi dice finito se e finito come insieme.
Uep
Un sottoricoprimento di p & un sottoinsieme p’ di p che & ancora un
ricoprimento di X. Se X & uno spazio topologico, p si dice aperto, se
ogni U € p e aperto.

Definizione 2.3. Uno spazio topologico X si dice compatto se ogni
ricoprimento aperto di X possiede un sottoricoprimento finito.

Proposizione 2.4. Uno spazio topologico X é compatto se e solo se
ogni intreccio di insiemi chiusi di X ha intersezione non vuota.

Dimostrazione. (1) X sia compatto e o un intreccio di chiusi di X tali

che N A=0.
Aca
Allora |J (X \ A) = X, quindi {X \ A | A € a} & un ricoprimento
Aca
aperto di X. Per la compattezza di X esistono Aq,..., 4,, € « tali che
(X\A)U..U(X\ A, = X, per cui (| A, = 0, in contraddizione
k=1

all'ipotesi che « sia un intreccio.

(2) Viceversa sia vera la condizione sugli intrecci. p sia un ricopri-
mento aperto di X che non ammette un sottoricoprimento finito. Cio
significa che U1 U...UU, # X per ogni Uy, ...,U, € p, e quindi ogni volta
(X\U1)N..nN(X\Uy,) #0percuia:={X\U]|U € p} & un intreccio
di chiusi di X.

Per ipotesi () (X \U) # 0, quindi |J U # X, una contraddizione

Uep Uep
perché p era un ricoprimento di X.

Definizione 2.5. Chiameremo ultrafiltro su X un filtro su X che non
e contenuto in nessun altro filtro.

Proposizione 2.6. i sia un filtro su X. Sono equivalenti:

(1) Z é un ultrafiltro.
(2) Perogni A C X vale A € i oppure X \ A € i.

Dimostrazione. (1) = (2): Se X \ A ¢ &, per il lemma 1.18 esiste
un filtro & con A € & e & C . Lipotesi implica & = Z, per cui A € 7.

(1) = (2): # non sia un ultrafiltro. Allora esiste un filtro & con
& G 4. Quindi esiste A € 4 con A ¢ Z. Per ipotesi pero X \ A € #. Ma
allora A ed X\ A appartengono entrambi a &, per cui ) = AN(X\A) € z,
una contraddizione.

Lemma 2.7. % sia un ultrafiltro ed A, U ...U A, € &. Allora almeno
uno degli A; appartiene a i.
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Dimostrazione. Altrimenti per la prop. 2.6 si avrebbe X \ A4; € & per
ogniiequindi X \ (A;U...UA4,) =X \A1)N..N(X\A4,) € i Cid
non e possibile.

Osservazione 2.8. Sia & C P(X) tale che siano soddisfatte la seguenti
condizioni:

1) Xei.

(i) FGei = FNG#NI.

(iii)) AUBei = AecioBei.

Allora & é un ultrafiltro. Per il lemma 2.7 viceversa ogni ultrafiltro
possiede queste proprieta.

Dimostrazione. (1) Lipotesi (ii) implica che () ¢ .

(2) Siano F et e F C AC X. Se A ¢ &, dalle ipotesi (iii) e (i) segue
che X \ A € &. Allora avremmo (X \ A)NF C (X\A4) NA=0,in
contraddizione all’ipotesi (ii).

(3) Siano F, G € . Vogliamo dimostrare che F N G € #. Assumiamo
che non sia cosi. Allora I'ipotesi (iii) implica in primo luogo che
X\ (FNG) € &, cioe (X \ F)U (X \ G) € i e, applicata una seconda
volta, che ad esempio X \ F' € %. Cio € impossibile perche F' € 7.

In questo modo abbiamo ottenuto che i e un filtro.
(4) Le ipotesi (iii) e (i) implicano la condizione (2) della proposizione
2.6. Percio # e un ultrafiltro.

Nota 2.9. Sia & C P(X). Fissato i, chiamiamo un sottoinsieme di X
grande, se appartiene a 7.

Dall’osservazione 2.8 segue che gli ultrafiltri sono caratterizzati dalle
seguenti proprieta:

(1) X e grande.
(2) Lintersezione di due insiemi grandi € non vuota.

(3) Se l'unione di due insiemi & grande, allora uno dei due deve
essere grande.

In tal caso # soddisfa anche i rimanenti assiomi per filtri:

(4) L'intersezione di due insiemi grandi e grande.

(5) Un insieme che contiene un insieme grande € grande anch’esso.
Nota 2.10. Sia A un sottoinsieme non vuoto di X. Dal lemma 2.7
segue facilmente che A & un ultrafiltro se e solo se |A| = 1.

Per ogni z € X abbiamo quindi un ultrafiltro z*; un ultrafiltro di
questa forma si dice principale, ogni altro ultrafiltro si dice libero.

Si puo facilmente dimostrare che quando X é finito, ogni ultrafiltro
su X e principale.

Proposizione 2.11. Ogni filtro é contenuto in un ultrafiltro. Percio
anche ogni intreccio é contenuto in un ultrafiltro.
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Dimostrazione. Si vede facilmente che I'unione di una catena di filtri
e ancora un filtro. Lenunciato segue dal lemma di Zorn.

Osservazione 2.12. i sia un ultrafiltro libero su X. Allora (| F = 0.
Fei

Dimostrazione. Sia A := (| F # (. Allora A" & un filtro, ed inoltre
Fezx
i C AT, poiche A C F per ogni F € #. Siccome i & un ultrafiltro, cio
implica che AT = . Per la nota 2.10 allora | A |= 1 e quindi i & della
forma i = 2 per qualche z € X, in contraddizione all’ipotesi che i sia
libero.

Osservazione 2.13. X sia un insieme infinito. Allora esiste un ultra-
filtro libero su X.

Dimostrazione. Sia o :== {A C X | X \ A e finito}. E’ immediato che
« € un intreccio e per la proposizione 2.11 esiste un ultrafiltro # su X

con o C i. E’ chiaro che (| A = (. Z percio non puo essere principale.
Aca

Nota 2.14. Sia o := {(a,00) | a € R}. Allora « € un intreccio su R e

siccome ()| A = (), ogni ultrafiltro su R che contiene « & libero. Il filtro
Aca
filtro(«) si chiama filtro di Fréchet.

Proposizione 2.15. Ogni filtro é uguale all’intersezione di tutti gli
ultrafiltri che lo contengono.

Dimostrazione. 1 sia un filtro su X e A I'insieme degli ultrafiltri che
contengono . Per la proposizione 2.11 A # () ed & chiaro che & C [ Z.
ieA
Sia viceversa A € (| 2 ma A ¢ i. Per il lemma 1.18 allora esiste un
ieA
filtro y con X\ A € ye & C y. A sua volta y & contenuto in un ultrafiltro
Z ed e chiaro che & € A. Abbiamo quindi X \ A € Z. Ma per ipotesi

A € 7, una contraddizione.

Corollario 2.16. X sia uno spazio topologico, A € X e x ¢ A. Allora
esiste un ultrafiltro i su X con & — xed A € 1.

Dimostrazione. Segue dalle proposizioni 1.20 e 2.11.

Corollario 2.17. X ed Y siano spazi topologici ed f : X — Y
un’applicazione. Sia v € X. Allora sono equivalenti:

(1) f e continua in .

(2) Per ogni ultrafiltro @ su X con & — xz vale f(¥) — f(x)in Y.

Dimostrazione. Usiamo il teorema 1.15. (1) = (2): Chiaro.

(2) = (1) & sia un filtro su X con & — z. Supponiamo che f(z)
non converga ad f(z). Allora esiste V € U(f(x)) tale che V ¢ f(%),
cioe tale che f~1(V) ¢ i. Per la proposizione 2.11 esiste un ultrafiltro
# su X che contiene i e tale che f~1(V) ¢ &, per cui V ¢ f(i). Allora
anche & — z, e per ipotesi f(Z) — f(x), cosicche V € f(&), una
contraddizione.
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Lemma 2.18. X sia uno spazio topologico e K un sottoinsieme di X.
0 sia un intreccio di chiusi di K. Allora esiste un intreccio a di chiusi
di X tale che

B={ANK|A€a}

Dimostrazione. Ogni B € (3 & della forma B = AN K con A chiuso in
X. Quindi possiamo porre o := {A C X | A & chiusoin X e ANK € }.
E’ chiaro che allora « € un intreccio di chiusi di X e che
b={ANK|A€a}.

Definizione 2.19. X sia uno spazio topologico ed A ¢ X. Poniamo
U(A) :={U C X | esiste un apertoVcon A CV C U}.
Gli elementi di 2/(A) si chiamano intorni di A.

Teorema 2.20. X sia uno spazio topologico e K C X. Allora sono
equivalenti:

(1) K e compatto.

(2) Ogni ultrafiltro su X che contiene U(K) converge ad un punto di
K.

Dimostrazione. (1) = (2): X sia compatto e & un ultrafiltro su
X con U(K) C z. Supponiamo che i non converga ad un punto di K.
Allora per ogni = € K esiste un aperto U, € U(x) con U, ¢ &. La
famiglia p := {U; N K | x € K} & un ricoprimento aperto di K che
per la compattezza di K ammette un sottoricoprimento finito, esistono

n n
cioe zy,...,z, € K taliche (U, NK) = Kn |JU,, = K. Allora
\ ~

=1 1=

n
U= U, €U(K) e peripotesi U € . Dal lemma 2.7 segue che uno
i=1
degli U,, appartiene a i, una contraddizione.
(2) = (1): K non sia compatto. Secondo la proposizione 2.4 esiste
un intreccio ( di chiusi di K tale che (| B = (. Per il lemma 2.18
Bep
esiste un intreccio « di chiusi di X tale che 6 = {ANK | A € a}.
Siano Aj,...,A, € aed Uy,...,U, € U(K). Siccome [ € un intreccio su
Ked A;NK € 3 perognii,siha A;N..NA,NK # () e quindi anche
Ain..NA,NUN...NU, # 0, perche U; O K per ogni j. Cio mostra che
a UU(K) e un intreccio. Per la proposizione 2.11 esiste un ultrafiltro
Zsu X con a UU(K) C . Per ipotesi esiste x € K con & — z. D’altra
parte KN (| A= N (ANK)= (] B =0 ecioimplica che esiste un
Aca Aca Bep
A€ aconx & A. X\ A e aperto, per cui X \ A € U(z) C &, perche

# — x. Ma allora A € i ed X \ A € &, una contraddizione.

Teorema 2.21. Uno spazio topologico é compatto se e solo se ogni ul-
trafiltro su X converge, cioe se e solo se per ogni ultrafiltro i su X esiste
x € X con & — .

Dimostrazione. Cio € un caso particolare del teorema 2.20.
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Nota 2.22. f : X — Y sia una applicazione suriettiva e y un filtro su
Y. Poniamo

() :={AC X | esiste B€yconAD f~1(B)}.

Allora & := f*(y) e un filtro su X e §y = f(z).

Ogni filtro su Y & quindi immagine (sotto f) di un filtro su X.

f*(y) si chiama la controimmagine di y rispetto all’applicazione suri-
ettiva f.

Dimostrazione. Verifichiamo prima gli assiomi della definizione 1.3.

()X =fYY)eca.

(2) Per la suriettivita della f abbiamo f~!(B) # ) per ogni B € v,
percheé nessun elemento di 7 &€ vuoto. Percio () € .

(8) Siano F' € £ ed F € A C X. E’ chiaro che allora anche A € i.

(4) Siano F,G € i. Allora esistono B,C € Y taliche f~1(B) C F e
f~YC) c G. Cio implica che f~{(BNC) = fYB)nf 1 (C)c FNGe
siccome anche BN C € y, vediamo che FFN G € .

Dobbiamo ancora dimostrare che § = f(z).

(i) Sia B € 4. Allora f~!(B) € i e cio significa B € f(%).

(i) Sia B € f(i), cioe f~!(B) € i. Cid significa che esiste C ¢ y tale
che f~1(C) c f~Y(B). Per la suriettivita della f cio implica C C B, e
quindi B € .

Nota 2.23. f : X — Y sia un’applicazione suriettiva e §j un ultrafiltro
suY. Se Z e un ultrafiltro su X con & O f*(3), allora f(Z) = . Ogni
ultrafiltro su Y & quindi immagine (sotto f) di un ultrafiltro su X.

Dimostrazione. Infatti per la nota 2.22 i = f(f*(9)) C f(&). Siccome
i € un ultrafiltro, necessariamente f(&) = 4.

Proposizione 2.24. X e Y siano spazi topologici ed X compatto.

f: X — Y sia un’applicazione continua e suriettiva. Allora anche Y é
compatto. In altre parole: Limmagine continua di uno spazio compatto
e compatta.

Dimostrazione. Usiamo il teorema 2.21. Sia jj un ultrafiltro su Y.
Per la nota 2.23 esiste un ultrafiltro Z su X con § = f(Z). X e compatto,
quindi esiste x € X con & — =.

La continuita di f implica f(#) — f(x), cioe § — f(z).

Proposizione 2.25. X sia uno spazio topologico compatto ed A un
chiuso di X. Allora A é compatto.

Dimostrazione. o sia un intreccio di chiusi di A. Gli elementi di o
sono chiusi anche in X, perche A e chiuso in X. Quindi « & un intreccio

di chiusi di X, percio () F # (), perché X & compatto.
Fea
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Nota 2.26. A sia un sottoinsieme di X e & un filtro su X con A € 7.
Allora ¢4 :={F € & | F C A} e un filtro su A. i4 si chiama la traccia
di # su A. Se con i : A — X denotiamo l'inclusione, allora i(i4) = .

Dimostrazione. Verifichiamo prima gli assiomi della definizione 1.3.

(1) A € &4 per definizione.
(2) Siccome i 4 C i, certamente F # () per ogni F' € i 4.

(3) Siano F € 4 e ' C B C A. Per definizione F € z e quindi anche
B ez, percui B € 4.

(4) Siano F,G € i 4 cioe F,G € 2 ed FUG C A. Allora FNG € i e
naturalmente FF NG C A.

Dobbiamo ancora dimostrare che & = i(i4).
(i) Sia F € 3. Allora i '(F) = FN A € i 4.
(i) Sia F € i(44), cioe i H(F) = FNA € @4.
Cio significa semplicemente F'N A € &, per cui anche F € 7.

Nota 2.27. A sia un sottoinsieme di X ed i : A — X linclusione. &
sia un filtro su A. Allora i(a) e un filtro su X con A € i(a). Inoltre

(i(a)a = .

Dimostrazione. Sia F' C A. Allora F' € (i(a))a < F € i(a) <~
ANFeca < Fea.

Nota 2.28. A sia un sottoinsieme di X e % un ultrafiltro su X con
A € . Allora 7 4 € un ultrafiltro su A.

Dimostrazione. Verifichiamo le condizioni dell’osservazione 2.8.

(1) AcCc Ae Aciimplica A € iy.
(2) Siano F,G € 4. Allora FNG € i perche F,G € #, quindi
FnG#D0.

(3) Sia FFU G € &4 cio significa che FUG C A per cui F,G C A,
inoltre F UG € ¥ quindi F o G € 7 ne consegue che F 0 G € 7 4.

Lemma 2.29. X sia uno spazio topologico ed A C X.  sia un filtro
su X con A € . Il filtro i 4 sia convergente, ad esempio i 4 — a con
a € A. Allora & — a.

Dimostrazione. Per la continuita dell’inclusione i : A — X abbiamo
t=1i(za) — i(a) = a.

Proposizione 2.30. X sia uno spazio topologico di Hausdorffed A un
sottoinsieme compatto di X. Allora A é chiuso in X.

Dimostrazione. Sia = € A. Per il corollario 2.16 esiste un ultrafiltro
ZsuXconi — zeAc z Perlanota2.26 74 & un ultrafiltro su A
e dalla compattezza di A segue che esiste a € A con 4 — a. Peril
lemma 2.29 & — a. Siccome X e di Hausdorff, dal teorema 1.9 segue
chex=ac A
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Corollario 2.31. In uno spazio topologico di Hausdorff compatto i
sottoinsiemi compatti coincidono con i chiusi.

Dimostrazione. Proposizioni 2.25 e 2.30.

Proposizione 2.32. X sia uno spazio topologico di Hausdorffe K, L
sottoinsiemi compatti di X con K N L = (. Allora esistono aperti U,V
diXcon KCcULCVedUNV =0.

Dimostrazione. Assumiamo che ’enunciato non sia vero. Allora
U(K)UU(L) e un intreccio e quindi esiste un ultrafiltro # su X con
U(K)UJU(L) C Z. Per il teorema 2.20 esistono z € K ey € L con
¥ — xr e i — y. Siccome X e di Hausdorff, cio implicaz =y € KN L.
Ci0 non & possibile perche K U L = ().

Definizione 2.33. Uno spazio topologico X si dice normale se & di
Hausdorff e se per ogni coppia A, B di chiusi disgiunti di X esistono
apertiU,VdiXconAcUBCVedUNV =0.

Corollario 2.34. Uno spazio topologico di Hausdorff compatto é nor-
male.

Dimostrazione. Per il corollorio 2.31 i sottoinsiemi chiusi di uno
spazio di Hausdorff compatto coincidono con i compatti. L'enunciato
segue dalla proposizione 2.32.

Definizione 2.35. Uno spazio topologico X si dice regolare, se e di
Hausdorff e se per ogni x € X ed ogni chiuso A C X con x ¢ A esistono
apertiU,Vdi X talichex c U ACVeUNV =0.

Osservazione 2.36. Uno spazio normale é regolare. Quindi ogni
spazio compatto e di Hausdorff é regolare.

Dimostrazione. In uno spazio di Hausdorff ogni punto & chiuso, per-
cio ’'enunciato segue direttamente dalla definizione.

Lemma 2.37. X sia uno spazio topologico di Hausdorff. Sono equiv-
alenti:
(1) X e regolare.

(2) Perogniz € X ed ogni W € U(x) esiste un aperto U con
xeUcCUcCW.

(3) Perogniz € X ed ogni W € U(x) esiste U € U(x) con
U=UcW.

Dimostrazione. (1) = (2): Sia W € U(z). Possiamo assumere che
W sia aperto. Allora X \ W & un chiuso con z ¢ X \ W. Poiche X
e regolare allora esistono aperti U,V taliche z € Ue X \W C V e
UNV ={. Abbiamo quindiz e U C X \V C W.

InfattiU c X \V =X \V Cc W.

(2) <= (3): Chiaro.
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(2) = (1): Siano z € X ed A un chiuso di X con z ¢ A. Allora
X\ A € U(x) e per ipotesi esiste un aperto U conz € U CU C X \ Ae
quindi A ¢ X\U. X\U & un aperto, inoltre (X \U)NU C (X\U)NU = 0.

Proposizione 2.38. f : X — Y sia un’applicazione e i un ultrafiltro
su X. Allora f(i) é un ultrafiltro su Y.

Dimostrazione. Sia B C Y tale che B ¢ f(%). Cio significa
f~Y(B) ¢ #, cosicche X \ f~1(B) € &, perche i & un ultrafiltro. Perd
X\ (f7YB))=fY(Y\B),percui Y \ B € f(%).

Proposizione 2.39. X e Y siano spazi topologicied f : X — Y un’ap-
plicazione continua e biiettiva. X sia compatto e Y sia di Hausdorff.
Allora f e un omeomorfismo.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che g := f~! : Y — X & con-
tinua. Sia ¢ un ultrafiltro su Y ed y € Y con § — y. Per il corollario
2.17 & sufficiente dimostrare che g(j) — ¢(y). Per la proposizione
2.38 g() & un ultrafiltro su X e dalla compattezza di X segue che es-
iste un =z € X tale che g(§) — x. Usando il corollario 1.17 abbiamo
= f(g9(jJ)) — f(z). Siccome Y e di Hausdorff, cio implica f(z) = y,
per cui = = g(y), cosicche g(ij) — g(y).

Nota 2.40. La proposizione 2.39 puo essere dimostrata anche senza
un ulteriore ricorso alla teoria degli ultrafiltri:

In primo luogo g = f~! & continua se e solo se g~ 1(A) = f(A) & chiuso
in Y per ogni chiuso A di X. Ma ogni chiuso A di X & compatto per la
proposizione 2.21. Dalla proposizione 2.25 segue che f(A) &€ compatto
e quindi chiuso in Y per il corollario 2.31 essendo Y di Hausdorff.

Corollario 2.41. (X,U) sia uno spazio topolgico di Hausdorff ed U’
una topologia su X tale che lidentita sia continua. Lo spazio (X,U’)
sia compatto. Allora U = U'.

Dimostrazione. Per la proposizione 2.39 id € un omeomorfismo; cio e
possibile solo se U’ = U.

Teorema 2.42 (teorema di Tikhonov). 7T sia un insiemee (O X,
teT
una famiglia di spazi topologici compatti. Allora || X; é compatto.
teT

Dimostrazione. Come nella definizione 1.24, siano X := [[ X, e
teT
P, : X — X; ogni volta le proiezioni. # sia un ultrafiltro su X.
Per la proposizione 2.38 ogni P,(#) = #; € un ultrafiltro su X, e
siccome X; compatto, esiste x; € X; con &, — x;. Sia z := O 2.
teT
Per I'assioma della scelta = € un ben definito elemento di X. Dal teo-
rema 1.28 segue che & — x. Il teorema 2.21 implica la compattezza
di X.

Corollario 2.43. X sia uno spazio topologico compatto e T un insieme.
Allora X" é compatto nella topologia del prodotto.
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Corollario 2.44. Sia v € N + 2. Allora {0,1,....,y — 1} & uno spazio
topologico di Hausdorff compatto.

Nota 2.45. (1) # sia un ultrafiltro libero su X. Allora nessun insieme
finito puo essere elemento di Z. Percio per ogni insieme finito I’ C X
siha X \ F € 7.

(2) # sia un ultrafiltro libero su N. Allora N + k € Z per ogni k € N.
Dimostrazione. Sia A € I ed A finito. A non puo essere vuoto, per

cui A ={z1,...,x,}. Per il lemma 2.7 esiste un i tale che {z;} € . Ma
allora i = .
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3. SEMIQUANTORI

Situazione 3.1. X sia un insieme.

Definizione 3.2. a sia un filtro su X. Per un enunciato E applicabile
agli elementi x € X scriviamo

E(x)Y(z,a): <= {z e X | E(x)} €a
Nell’espressione a destra E(x) significa naturalmente che 'enunciato
E(z) e vero.

Il simbolo V(z,a) puo essere pronunciato per quasi tutti rispetto ad

a. ¥(,a) si chiama il semiquantore associato al filtro a.

Osservazione 3.3. i sia un filtro su X. Le proprieta della definizione
1.3 possono, per enunciati E ed F applicabili agli elementi di X, essere
cosi riformulati:

(1) E(z)Vx € X — E(x)VY(z,a) € X.
(2) E(x) VY(x,a) = esiste x € X con E(x).

(3) Se per ogni x € X vale 'implicazione E(x) — F(x), e se
E(x) V(x,a), allora F(z)Y(x,a).

(4) E(x)Y(x,a) e F(z)V(z,a) = (E(z)ed F(x)) Y(z,a.
E’ anche chiaroche a ={AC X |z € AV(z,a)}.

In questo senso il semiquantore determina il filtro.

Proposizione 3.4. i sia un filtro su X. Allora sono equivalenti:

(1) a e un ultrafiltro.

(2) Per ogni enunciato E applicabile agli elementi di X si ha
~(E(z)V(z,d)) <= (=E(z)) ¥(=,d).
Per un ultrafiltro possiamo quindi traslare la parentesi e scrivere
semplicemente —E(x) ¥(z, d).

= ¢ il simbolo di negazione noto dalla logica.
Dimostrazione. Cio segue direttamente dalla proposizione 2.6, perche

per ogni proprieta E possiamo considerare I'insieme
A={zeX | E(x)}.

Osservazione 3.5. X sia uno spazio topologico v € X e = un filtro su
X. Allora & — x <= perogni U € U(x) vale y € U ¥Y(y, &).

Osservazione 3.6. f : X — Y sia un’applicazione e a un filtro su X.
Allora f(a) ={BCY | f(x) € BVY(z,a)}.

Dimostrazione. Sia B C Y. Allora B € f(a) +— f}(B) €a +—
{reX | f(x) e B} €a < f(z) € BY(x,a).

Nota 3.7. X sia uno spazio topologico, I un insieme e z un filtro su I.

v: I — X sia un’applicazione ed a € X. Allora v(#) — a <= per
ogni U € U(x) vale v(i) € U ¥(i, ).
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Esempio 3.8. (12, A, 1) sia uno spazio di misura e P C P(Q2 x A) tale
che |r| < co perogni 7 € P. Sia f :  — R un’applicazione. Definiamo
v:P—Rconov(r):= > flw)u(A).

(w,A)em

Sia 7 un filtro su P. Allora per a € R possiamo definire:
[f=a:<= v(&) —a
Piu esplicitamente

Jf=a < perognie >0siha| Y [f(w)u(Ad) —al<eV(r ).
(w,A)em
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4. LA COMPATTIFICAZIONE DI STONE-CECH
DI UN INSIEME DISCRETO.

Situazione 4.1. X,Y insiemi.

Definizione 4.2. Per A C X sia A l'insieme degli ultrafiltri # su X per
cui A € Z. Seguendo la notazione standard poniamo X := X.

BX & quindi l'insieme di tutti gli ultrafiltri su X e A = {i € X |
A€ i}

Vedremo adesso che X e quindi anche A possono essere considerati

in modo naturale come sottoinsiemi di 3X e che A & veramente la
chiusura di A rispetto ad una topologia di cui X verra fornito.

Proposizione 4.3. Se | X| < oo, allora |3X| = |X|, altrimenti
BX| =227

Dimostrazione. Hindman/Strauss, pagg. 66 -69.

Nota 4.4. Siano A, B C X e # € $X. Allora, come sappiamo:
(1) AUuBei < AcioBei.
Q2)ANBei < AcieBEeEi.
B)X\Ae€i < Adi.
Possiamo riscrivere queste relazioni nel modo seguente:
(1) AUB=AUB.
(2)ANB=ANB.
3) X\ A=X\ 4.
E’ chiaro inoltre che

4)0=0.
Corollario 4.5. Siano A, B C X. Allora A\ B= A\ B.

Dimostrazione. Cio segue da

A\B=AN(X\B)=An(X\B)=An(BX\B)=4\B

Corollario 4.6. Siano A, B C X. Allora A=B < A=DB.
L'applicazione O) A : P(X) — P(BX) é quindi iniettiva.
A

Nota 4.7. La relazione (2) della nota 4.4 ci permette di usare I'insieme
{A| A C X} come base di una topologia su fX. In questa topologia,
per & € X, abbiamo

U(E) ={U C BX | esiste A€ icon AC U}
={U C BX | esiste Aconi € AC U}

In particolare A € U(#) ogni volta che A € .
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Gli aperti di 3X sono esattamente gli insiemi della forma [J A con
Aca
a C P(X).

Osservazione 4.8. Sia A C X. Allora @é aperto e chiuso in (X.
Ricordiamo che ancora non sappiamo che A é veramente la chiusura
di A.

Dimostrazione. A & aperto per definizione (nota 4.7). Pero allora
anche /X \ A= X\ A e aperto.

Proposizione 4.9. 53X ¢ uno spazio di Hausdorff.

Dimostrazione. Siano i e § due ultrafiltri su X con & # j. Allora
esiste A € & e A ¢ §j, per cui abbiamoche A € 2 e X\ A € 4.
Cio significache i € A,jje X\ A. Ma AN X\ A=0.

Definizione 4.10. L'applicazione i := () x* & iniettiva e ci permette

xX
di considerare X in modo naturale come sottoinsieme di 5X, identifi-
cando ogni punto di z € X con l'ultrafiltro principale x™.

Nota 4.11. Sia i : X — Y un’applicazione.

Per A,B C X allora i(AU B) = i(A) Ui(B), e se i & iniettiva si ha
anche che (AN B) = i(A)Ni(B) ei(A\ B) = i(A) \ i(B). Inoltre
ACB < i(A) Ci(B).

Percio nell’identificazione della nota 4.10 possiamo eseguire le oper-
azioni AUB, ANB e A\ B indifferentemente in X o in §X e similmente

il significato di A C B non cambia se interpretiamo questa relazione
in 6X.

Osservazione 4.12. Sia A C X. Allora A C A.

Dimostrazione. Sia a € A. Allora A € at, cioe a1 € A.
Cio & esattamente il significato dell’enunciato.

Nota 4.13. Sia Q C $X. Denotiamo, per il momento con Q"sure 1a
chiusura di  nella topologia indotta nella nota 4.7. Allora come segue
direttamente dalla definizione di quella topologia,

Qehiusura — [3 ¢ BX | per ogni B € i vale QN B # 0}
={% € X | perogni B € i esiste §j € Q) con B € jj}

Lemma 4.14. Sia A C X. Allora Achiusure — 4

Dimostrazione. (1) Sappiamo dall’osservazione 4.12 che A C A. Cid
implica che Achusure — 4

(2) Sia 7 € A, cioé A € i. per la nota 4.13 dobbiamo dimostrare che
AN B # () per ogni B € #. Sia per cui B € #. Ma per l'ossservazione
4.12ANBD>ANB #0, perché ANB € .
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Nota 4.15. La proposizione 4.13 ci dice che A coincide effettivamente
con la chiusura di A in 5X.

La notazione Q"sue diventa percio superflua; possiamo da ora in
avanti denotare con () la chiusura di un sottoinsieme qualunque @ di
BX:

Q= {# € X | perogni B c i vale QN B # 0}.
Corollario 4.16. X ¢ denso in 3X.

Dimostrazione. Infatti X = 3X. Mentre prima cio era semplice-
mente una definizione, adesso dal lemma 4.14 sappiamo che X & ver-
amente la chiusura di X in 8X.

Piu intuitiva é forse una dimostrazione diretta:

Sia A C X con A # (). Dobbiamo dimostrare che X N A # (). Ma per
losservazione 4.12 X NAD X NA=A#.

Osservazione 4.17. Siano A, B C X. Allora ANB = ANB.
In particolare X N A = A.

Dimostrazione. Dall’'osservazione 4.12 segue che AN B C AN B.

Sia viceversa @ € AN B. Allora esiste un a € A tale che
at =i € B, percui B € a', ovvero a € B. Identificando a* con &
abbiamo & € AN B.

Nota 4.18. Per ogni x € X si ha
{a} ={# € X | {z} € &} = {2} = {x}

Ogni punto di X & quindi aperto in 5X; cio mostra allo stesso tem-
po che X & un sottoinsieme discreto (e quindi aperto) di 53X e che
I'iniezione i : X — (X induce un omeomorfismo tra (lo spazio dis-
creto originale) X e il sottospazio che otteniamo considerando X come
sottoinsieme di 8X.

Corollario 4.19. X consiste esattamente dei punti aperti (detti anche
isolati) di 5X.

Dimostrazione.

(1) Abbiamo gia visto nella nota 4.18 che ogni punto di X e aperto.

(2) i sia un punto aperto di 3X. Per il corollario 4.16 cio implica che
2N X # () e cio significa che 7 € X.

Teorema 4.20. 53X é compatto.

Dimostrazione. ¢ sia un intreccio di chiusi di SX. Dobbiamo di-
mostrare che (| E # 0.
Eece
(1) Siaa:={AC X | esiste E€ccon £ C A}.
Allora « & un intreccio su X: Infatti X € o e quindi o # (), e se
Aq, ..., A, € qa, allora esistono F,...,E, € econ E; C Ay,....,E, C
A, cosicche E1N..NE, C A N..NA4, = A N..NA, e quindi
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A1N..NA, #0perché E;N..NE, # (. Per la proposizione 2.11
esiste & € fX con o C Z.

(2) Dimostriamo adesso che # € E per ogni E € <. Altrimenti, per la
nota 4.15, esiste B € i tale che EN B = () e quindi
E C X\ B = (X \ B). Per definizione di o allora X \ B € o C #,
una contraddizione perché B € i.

(8) Per ipotesi pero E = E per ogni E € ¢ e vediamo che i € () E.
Eece

Corollario 4.21. 5X \ X (U'insieme degli ultrafiltri liberi) &é compatto.

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato nella nota 4.18 che X e aper-
to in SX. Percio X \ X e un sottoinsieme chiuso e quindi compatto
(proposizione 2.25) dello spazio compatto 5X.

Proposizione 4.22. Un sottoinsieme U di 3X e allo stesso tempo aper-
to e chiuso se e solo se é della forma U = A per un sottoinsieme A di
X.

Dimostrazione. (1) U sia aperto e chiuso. Siccome U & aperto, esiste

a C P(X)conU = |J A. Cio significa che {A | A € a} & un rico-
Aca

primento aperto di U. U pero & anche chiuso e quindi compatto per

la proposizione 2.25. Da cio segue che esistono A1, ..., A,, € « tali che

U=A41U..UA,=A41U..UA,,equindiU =Acon A=A4,U..UA,

(2) Sia A C X. Allora A e aperto e chiuso per l'osservazione 4.8.

Lemma 4.23. a sia un filtrosu X ed A € a. f,g: X — Y siano due
applicazioni che coincidono su A. Allora f(a) = g(a).

Dimostrazione. Sia B € f(a) cioé f~1(B) € a. Per ipotesi A € a e
quindi f~}(B)N A € a. Ma

fAB)NA={ac Al f(a)eBt={acAlgla) eB}=g ' (B)NA

e vediamo che g~!(B) € 4, per cui B € g(a).
Allo stesso modo si dimostra che g(a) C f(a).

Lemma 4.24. X ed Y siano spazi topologici, A un sottoinsieme denso
diXef g: X — Y dueapplicazioni continue che coincidono su A.

Y sia di Hausdorff Allora f = g.

Dimostrazione. Sia z € X = A (naturalmente qui ci riferiamo allo
spazio topologico X e non a 3X). Per la proposizione 1.20 esiste un
filtro a su X tale che @ — z ed A € a. La continuita di f e g implica
che f(a) — f(z) e g(a) — g(x). Ma per il lemma 4.23 sappiamo che
f(a) = g(a) e da cio segue che f(x) = g(z) perché Y e di Hausdorff.

Nota 4.25. Y sia uno spazio compatto e di Hausdorff. Allora ogni
ultrafiltro 4 su Y converge ad un unico ben definito punto di Y che
denotiamo con lim jj.

Dimostrazione. Teoremi 2.21 e 1.9.
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Osservazione 4.26. f : X — Y sia un’applicazione ed x € X. Allora

f@®) = (f(x))"

Dimostrazione. Per B C Y abbiamo

Be f(zt) «— fY(B)ezT < zecf1B)
< f(z)€B <= Be(f(x)"

Teorema 4.27. Y sia uno spazio compatto e di Hausdorff Sia
f + X — Y un’applicazione. Allora esiste un’unica applicazione
continua lim f : 3X — Y per la quale il diagramma

X —» BX
\ {limf
Y

e commutativo. L'inclusione i é definita come nella proposizione 4.10.

Lapplicazione lim f e definita da (lim f)(%) := lim f(Z).

Dimostrazione.

(1) L'unicita segua dal lemma 4.24, perché dal corollario 4.16 sappi-
amo che i(X) & denso in 8X.

(2) Lapplicazione lim f & ben definita, perché sappiamo dalla propo-
sizione 2.38 che f(#) & un ultrafiltro su Y per ogni & € 5X; per la
nota 4.25 f(#) converge ad un unico ben definito punto di Y, che
abbiamo denotato con lim f(%). Qui utilizziamo I'ipotesi che Y sia
compatto e di Hausdorff.

(8) Dimostriamo che il diagramma & commutativo:
Sia x € X. Allora f(z") = (f(z))t — f(2), ossia lim f(z ") = f(z)

(4) Rimane da dimostrare la continuita di lim f. Siano & € 8X e
y := lim f(&). Sia V € U(y). Per Losservazione 2.36 e il lemma
2.37 possiamo assumere che V = V. Siccome f(i) — v, abbiamo
V € f(i), percui A := f~1(V) € #. Quindi A C U(%).
Dimostriamo che (lim f)(A) C V. Siano infattid € Ae 2z € Y tali
che f(a) — 2. Allora A € d e quindi f(A) € f(a), cosicché dalla
proposizione 1.20 segue z € f(A).

Definizione 4.28. X sia uno spazio topologico. Uno spazio topologico
X insieme ad una applicazione iniettiva i : X — X si chiama una
compattificazione di X, se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) X & compatto e di Hausdorff.
(2) i induce un omeomorfismo tra X ed i(X).

Una compattificazione i : X — X si chiama una compattificazione
massimale o di Stone-Cech, se gode delle seguenti proprieta universali:
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Per ogni spazio compatto e di Hausdorff' Y ed ogni applicazione con-
tinua f : X — Y esiste un’unica applicazione continua f : X — X
che rende commutativo il diagramma

X
N
Y
E’ piuttosto immediato che una compattificazione di Stone-Cech di

uno spazio topologico X, quando esiste, € univocamente determinata
a meno di omeomorfismi naturali

Nota 4.29. Il teorema 4.27 mostra, insieme alla nota 4.18, che 3X &
una compattificazione di Stone-Cech dell'insieme discreto X (cioe di X
considerato come spazio topologico discreto).

Definizione 4.30. Uno spazio topologico X si dice completamente re-
golare (o di Tikhonov), se X e di Hausdorff e se per ogni x € X ed ogni
chiuso A di X con = ¢ A esiste un’applicazione continua f : X — [0, 1]
tale che f(x) =0e f(a) =1 per ognia € A.
Proposizione 4.31. Per uno spazio topologico X sono equivalenti:

(1) X possiede una compattificazione.

(2) X possiede una compattificazione di Stone-Cech.

(3) X é completamente regolare.

(4) X e sottospazio denso di uno spazio compatto e di Hausdorff.

(5) X e sottospazio di uno spazio compatto e di Hausdorff

Dimostrazione. Testi i topologia generale, ad esempio Willard o En-
gelking.

Lemma 4.32. X sia uno spazio topologico ed X un sottoinsieme denso
di X. U sia un apertodi X. Allora U = U N X.

Dimostrazione. E evidentemente sufficiente dimostrare che U ¢ U N X.
Siano z € U e V un intorno aperto di z. Dobbiamo dimostrare che
VNUNX #0. VNU é perd un aperto non vuoto (perché contiene z) e
quindi (V NU) N X # (), perché X & denso in X.

Nota 4.33. Lipotesi che U sia aperto nel lemma precedente & neces-
saria, come mostra ’esempio X = [0,1], X = Q,U = [0,1] \ Q.

Corollario 4.34. U sia un aperto di 3X. AlloraU =U N X.

Vediamo in particolare che la chiusura di un sottoinsieme aperto di
(X e ancora aperta.

Definizione 4.35. Sia () C P(P(X)), ad esempio Q C 5X. Poniamo
inter(Q):= (| a={F C X | F €aperogniacQ} CPX)
aceQ
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In particolare inter(Q)) = 0.

inter(@) si chiama talvolta il nucleo di Q.
Definizione 4.36. Per o C P(X) sia ultra(a) :={& € X | o C Z}.

Lemma 4.37. Sia o C P(X). Allora:

(1) ultra(a) = ) A.
Aca

(2) ultra(a) e quindi un chiuso di fX.
(3) Se a é un intreccio, allora ultra(a) # 0.

Dimostrazione.

(1) SiaiepBX. Alloraa Ci& < AciperogniAca < icA
per ogni A € a.

(2) Chiaro.
(3) Proposizione 2.11.

Proposizione 4.38. Sia Q C 3X. Allora Q = ultra(inter(Q)).

Dimostrazione.

(1) Dimostriamo che @ C ultra(inter(Q)). Sia & € (. Dobbiamo di-
mostrare che inter(Q)) C #. Sia F' € inter(Q). Cio significa che
F € jj per ogni §j € (. In particolare allora F' € 7.

(2) Dal punto (2) del lemma 4.37 segue che Q C ultra(inter(Q)).

(8) Dimostriamo che ultra(inter(Q)) C Q. Sia i € ultra(inter(Q)), cioe
inter(Q) C i. Sia B € i. Per la nota 4.15 é sufficiente dimostrare
che Q N B # (). Assumiamo Q N B = (). Allora per ogni jj € Q vale
B ¢ i e quindi X \ B € j. Cio significa che X \ B € inter(Q). Per
ipotesi pero inter(Q)) C Z, percio X \ B € #, una contraddizione.

Osservazione 4.39. Siano i € fX ed U € U(Z). Allora UN X € 7.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste A € & con A C U. Cio implica
AcCU,cosicche A=ANX cUnNX,percuiUNX € 7.

gota 4.40. Sia A C X. Allora esiste una biiezione naturale
A — BAchemanda % in Z 4.

Dimostrazione. Sia i € A. Allora # 4 € un ultrafiltro su A per la nota
2.28. Cio garantisce che 'applicazione & —— 74 € ben definita. Sia
i : A — X linclusione. Allora i(Z4) = % per la nota 2.26. Per ¢ € SA
si ha invece d = (i(d)) 4 per la nota 2.27.
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5. PUNTI FISSI.

Situazione 5.1. X,Y insiemi.

Definizione 5.2. f : X — X sia un’applicazione. Un punto z € X si
dice un punto fisso di f, se f(x) = z. Denotiamo con Fix f 'insieme dei
punti fissi di f.

Lemma 5.3 (lemma di Katétov). [ : X — X sia un’applicazione
senza punti fissi. Allora esiste una partizione X = A UAs U A3 di X
tale che f(Ai)NA; =0 peri=1,2,3.

Dimostrazione. (1) G sia I'insieme di tutte le coppie (4, g) in cui
AC Xeg:A— {1,2,3} e un’applicazione tale che f(A4) C A e per
ogni a € A, g(a) # g(f(a)).

Notiamo che G e un insieme parzialmente ordinato con (4,g) <
(B,h) se A C Be(h=gin A). Utilizzando il lemma di Zorn vediamo
che esiste un elemento massimale che denotiamo con (D, g)

(2) Dimostriamo che D = X. Assumiamo per assurdo che esista
be X\ D.

Definiamo una funzione h : X — {1, 2,3} nel modo seguente. Per
a € D sia h(a) := g(a). Cerchiamo di definire adesso h(b) in mo-
do tale che h(b) # h(f(b)) se h(f(b)) e gia stato definito. Poniamo
f°(b) = b; supponiamo di aver gia definito h(f™(b)) per m = 0,1, .., n.
Se h(f"*1(b)) non & ancora stato definito scegliamo come h(f" (b))
un valore appartenente a 1,2, 3 differente da h(f™(b)) e da h(f""2(b))
se quest’ultimo e gia stato definito. Cio e possibile perché abbiamo 3
valori a disposizione.

Cosi facendo troviamo una coppia (E, h) € G (come si verifica imme-
diatamente) con £ = DU {f"(b) | n € Ned (h = g, in D)}. Siccome
b= fOb) € D, allora E 2 D in contraddizione alla massimalita di
(D, g). Vediamo cosi che necessariamente D = X.

(3) Definiamo ora gli insiemi A; che stavamo cercando ponendo
A= g1 ({i}) per i = {1,2,3}.

Definizione 5.4. f : X — Y sia un’applicazione. Dalla propo-
sizione 2.37 sappiamo che f(#) € Y per ogni & € $X. Otteniamo
cosi un’applicazione 5f : 5X — (Y che manda 7 in f(%).

Osservazione 5.5. Sia A C X. Allora A = 3X implica A = X.

Dimostrazione. Sia infatti X \ A # (. Allora X \ A # (), perché
ogni sottoinsieme diverso dal vuoto appartiene ad un ultrafiltro. Ma
X\A=pX\A

Lemma 5.6. [ : X — X sia un’applicazione e & € fX. Se f(&) # &,
allora esiste A € i tale che f(A)N A= 0.

Dimostrazione. Assumiamo che f(A) N A # () per ogni A € i.

31



(1) Sia o := {f(A) N A | A € Z}. Dimostriamo che « & un intreccio.
Siano infatti A4, ..., A, € &.

Allora A1N...NA, €ze f(AiN..NA,)NAN...NA, # () per ipotesi.
Ma questo insieme e contenuto in (f(A1) N A1) N...N(f(An) N Ay).

(2) Siccome {f(A) | A € &} genera f(&), cio implica che il filtro ge-
nerato da « contiene sia i che f(Z). Questi sono ultrafiltri e devono
quindi coincidere con filtro(«) e percio anche tra di loro.

Lemma 5.7. Per un’applicazione f : X — X sono equivalenti:

(1) Bf : BX — BX possiede un punto fisso.

(2) Per ogni ricoprimento finito X = A1 U...U A, di X esiste un i
tale che f(A;) N A; # 0.

(3) Per ogni partizione finita X = A1 U...U A,, di X esiste un i tale
che f(A;) N A; # 0.

Dimostrazione. (1) = (2): # sia un punto fisso di 5 f, cioe f(%) = .
Assumiamo che esista un ricoprimento X = A; U ... U A,, tale che
f(A4;) N A; = 0 per ogni i. Sappiamo pero che esiste i tale che A; € i.
Allora f(A;) € f(Z) = %, quindi ) = f(A;) N A; € Z, una contraddizione.

(2) = (1): Bf non abbia punti fissi. Cio significa f(&) # & per
ogni & € $X. Per il lemma 5.6 cio implica che per ogni & € X esiste
Az € & con Az N f(Az) = 0. Allora {A; | & € 3X} & un ricoprimen-
to aperto di 5X. Siccome 3X & compatto, esiste un sottoricoprimento
finito FF C 8X taleche |J A; = 3X. Ma |J A; = | A; (perché F &

ieF ieF icF
finito) e quindi |J A; = X per l'osservazione 5.5.
i€l
Siccome A; N f(Az) = 0 per ogni i, abbiamo una contraddizione al-
I'ipotesi (2).

(2) = (3): Chiaro.

(3) = (2): Sia X = A U...U A, con f(4;) N A; = 0 per ogni i.
Ponendo A} := A;, A, := Az \ Ay, A := A3\ (A1 U Az), ... otteniamo una
partizione finita X = A} U...U A/ con A} C A; e quindi f(A)N A, =10
per ogni i.

Teorema 5.8. [ : X — X sia un’applicazione senza punti fissi. Allora
anche lapplicazione Bf : X — (X non ha punti fissi.

Viceversa naturalmente ogni punto fisso di [ é anche un punto fisso

di Bf.

Dimostrazione. Llipotesi insieme con il lemma 5.3 implica che esiste
una partizione X = A;UAsA3 di X con f(A;)NA; =0 peri=1,2,3. Se
G avesse un punto fisso, avremmo una contraddizione alla condizione
(2) del lemma 5.7.

Teorema 5.9. f : X — X sia un’applicazione ed & € X. Allora
z e Fixpgf < Fixf € 1.

Dimostrazione. Poniamo F' := Fix f.
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— : Sia f(&) = Z. Assumiamo che F' ¢ #. Allora X \ F € i.
Scegliamo un elemento a € X \ F e definiamo un’applicazione
g: X — X con

o) = {f(:c) perx € X \ F

a per x € F

Allora ¢g non possiede punti fissi. Infatti per z € F' abbiamo g(z) = q,
ma ¢ F e quindi g(z) # x, mentre per z € X \ F' abbiamo
g(z) = f(x) # x perché x ¢ F.

Per il teorema 5.8 cio implica che anche Sg non ha un punto fisso.
Pero (f = g,in X \ F) e quindi (6f = [g,in X \ F'), come segue dalla
continuita di 5f e fg. Ma & € X \ F e quindi ¢(Z) = f(&) = %, una
contraddizione.

<=: Sia F' € . Assumiamo che f(Z) # #. Per il lemma 5.6 esiste
A € i tale che f(A) N A = (). Allora anche f(ANF)NANF = (. Ma
f(ANF)=ANFed ANF € Z, una contraddizione.

Corollario 5.10. f : X — X sia un’applicazione.
Allora Fix §f = Fix f.
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6. IL MONOIDE 3N

Definizione 6.1. Per a € Nsia add, :=On+a: N — N.

Definizione 6.2. Siano F' C N ed a € N. Poniamo
(F>a):={neF|n>a}

F—a:={neN|n+acF}=add, ' (F)
F+a:={n+a|necF}=add.(F).

Si noti che si ha (F +a) —a = F, ma (F —a) + a & F, come mostra

I'esempio ' = N: Si ha sempre N — a = N, mentre N+ a & N per a # 0.

Per definizionen € FF —a <= n+a€ F.

Definizione 6.3. Per ¢ € N ed & € SN poniamo

a+Z:=%+a:=addy(¥) ={F CN|F—aci}
Per F' C N abbiamo quindi

Fea+i <— F—-—a€ci < Fei+a

Osservazione 6.4. Siano a,b € N. Allora, come sappiamo,
a+bt=(a+b)T=0b+a)" =b+a.
Possiamo quindi identificare questo elemento di OGN con a + b.

Proposizione 6.5. X ed Y siano insiemi ed f : X — Y un’appli-
cazione. Allora 3f : X — [Y é continua.

Dimostrazione. Siano i € 3X e B € f(i). Allora A := f~(B) € i,
cosicche A € U(#). Dimostriamo che (5f)(A) C B.

Sia # € A, cioe # € 3X con A € 2. Dobbiamo dimostrare che f(3) € B,
cioé che B € f(%), ovvero che f~!(B) = A € 2. Ma questa & proprio una
delle nostre ipotesi.

Nota 6.6. X ed Y siano insiemi ed f : X — Y un’applicazione.
Consideriamo il diagramma

fJ {ﬁf
L)

in cui ix ed ¢y sono le inclusioni. E’ evidente che il diagramma &
commutativo. Per la proposizione 6.5 3f & continua, e dal teorema
4.27 segue che f = lim(iy o f), come si verifica anche facilmente in
modo diretto.

Corollario 6.7. Per ogni a € N l'applicazione
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Gadd, = Qa—i—j& : SN — OGN
e continua.
Osservazione 6.8. Siano a € Ned & € SN\ N. Allora a + & € SN\ N.

Dimostrazione. Chiaro, ad esempio perché ogni elemento di a + &
deve essere un insieme infinito.

Lemma 6.9. Per a € N, F' C Ned & € fN \ N sono equivalenti:
(1) F —a € i.
2)F ca+i.
(3) (F >a) €a+i.

Dimostrazione. (1) <= (2): Per definizione.

(2) = (3): Per l'osservazione 6.8 anche a + & € SN\ N, e quindi
N+a € a+7 per lanota 2.45 Cio implica che FN(N+a) = (F > a) € a+4.

(3) = (2): Chiaro, poiche (F > a) C F.

Definizione 6.10. Per & € fNed ' C Nsia FF—% :={a € N| F € a+&}.
Sinoti che ' — & C N.

Osservazione 6.11. Sianoa € Ned F C N. Allora F —at = F —a.

Dimostrazione. Per n € N sono equivalenti:

neF—a".
Feat+n=(a+n)t=(n+a)t.
n+ac k.

neF —a.

Definizione 6.12. Per 7,4 € AN sia
i+y:={FCN|F—-jei}

Per FF Cc Nabbiamoquindi F € 2+ < F — g € .

Vedremo adesso che & + i € SN e che l'operazione che cosi si ot-
tiene a associativa, ma (come si potrebbe dimostrare) altamente non
commutativa.

Lemma 6.13. Siano F,G C Ned jj € ON. Allora:

(D (F-j)N(G-14)=(FNG)—i.

2) (F-j)U(G-1)=(FUG)—1i.

Dimostrazione. Sia a € N. Sappiamo che a + i € GN.

Nae(F-g)N(G—-4) < Feca+jegea+i
— fNGE€a+y < ac(fNG)—7

(2)Siaa e (F—4)U(G—1),ad esempio a € F — §. Allora F € a + §
e quindi anche FUG € a + §j, cioé a € (FUG) — 4.
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Sia invece a € (FUG) — g, cioe F UG € a + §. Siccome a + § € un
ultrafiltro, ad esempio F' € a +§, percuia € F —§j C (F —§) U (G — ).

Proposizione 6.14. Siano i, i € ON. Allora i + i € ON.

Dimostrazione. Verifichiamo le condizioni dell’osservazione 2.8:

()N-jg={aeN|Nea+j}=Nei percuiNe Z+7.

(2) Siano F,G € & + jj,cioe F —jj € & e G — ¢ € &. Per il lemma 6.13
abbiamo (FNG) —4§ = (F—9)N(G—17) € i.

(3) Siano F,G C Ncon FUG € Z + §. Ancora per il lemma 6.13 cio
significa (FUG)—i = (F —§)U(G—19) € &, per cui ad esempio F'—§ € &
e quindi F' € & + j.

Osservazione 6.15. Per a € Ned & € SN si ha

a+it=at+Fi=F+at=3+a

Dimostrazione. Per definizione a + # = # + a. Sia F' C N. Allora sono
equivalenti:

Feat +17.
F—-icat.
a€eF —2.
Fea+1i.
F—aci.
F—at €% (perlosservazione 6.11).
Fei+a'.

Nota 6.16. Dalle osservazioni 6.4 e 6.15 segue che possiamo consider-
are (N, +) come sottogruppoide (o sottomonoide, perché dimostriamo
adesso che l'operazione + ¢ commutativa) di (5N, +) e che N & con-
tenuto nel centro di (5N, +), cioe nell’insieme di quegli elementi di SN
che commutano (rispetto all’operazione +) con tutti gli altri elementi
di SGN.

Si puo anche dimostrare che il centro di (6N, +) coincide con N (cfr.
Hindman / Strauss, theorem 6.10 a pag. 109).

E anche chiaro che 0 & elemento neutro di (6N, +), ma nella teo-
ria algebra di SN si fa vedere che questo monoide contiene molti altri
elementi idempotenti.

Definizione 6.17. Per 7 € AN sia oy := Q:z: + 7 : BN — fON
I’addizione a destra. Per a € N si ha o, = fadd,.

Proposizione 6.18. Sia 7 € ON. Allora l'applicazione o;, : SN — SN
é continua.

Dimostrazione. Cio ¢ immediato. Siano infatti & € fN e B € & + f,
cioe B—ii € &, cosicche B — i € U(&). Dimostriamo che a; (B — i) C B.
Ma per Z € B — it abbiamo B —# € Z e quindi B € %+, cioe 2+ € B.

Teorema 6.19. 1] gruppoide (N, +) é un monoide.
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Dimostrazione. Abbiamo gia osservato nella nota 6.16 che 0 & un el-
emento neutro di (5N, +). Dobbiamo pero dimostrare che 'operazione
+ introdotta nella definizione 6.12 & associativa. Siano Z, 7, 2 € GN.

(1)

4+ 5+ ) = ap4z(d)
(& +§) + £ = (az 0 og)(&)
Dalla proposizione 6.18 sappiamo che le applicazioni ay,: e as o oy

sono continue; per il lemma 4.24 e sufficiente dimostrare che esse
coincidono su N.

(2) Sia a € N. Allora

(a0 az)(a) = agla+ Z) = (a0 ag)(£)

agrz(a) = (§+Z) +a= (aq o ay)(Z)

Siccome anche 'applicazione a, & continua e sufficiente dimostrare
che le applicazioni ay o o, € g © a5 coincidono su N.

(3) Sia b € N. Allora

(0 aq)(b) = a(a+b) = (a +b) + § = aays(9)
(a0 ay)(b) = a+ (§ + b) = (aa 0 ap)(§)-

Vediamo cosi che ¢ sufficiente dimostrare che o, € a, o a; coincidono
su N.

(4) Per ¢ € N abbiamo pero

Oéa+b(C) = (a+b) tc
(goap)(c)=a+b+c
Ma in N vale che (a +b) +c=a+ (b+¢).

Lemma 6.20. Siano m € N, n € N, X uno spazio topologico ed
f N — X un’applicazione. Allora

(O f(n+m)(h) = f(n+)

Dimostrazione. (1) Sia g := O f(n + m) = f o add,. Dobbiamo

dimostrare che g(m) = f(n + m). Ma per A C X abbiamo

A€ g(in) <= g '(A) =add, ' (f71(4)) €7
— fHA) en4m <= Ac f(n+m)

(2) Si potrebbe anche usare direttamente la nota 1.16. L'enunciato
del lemma equivale infatti a (f o add,) (/) = f(addy(m)).

Proposizione 6.21. Siano 7i,m € BN, X uno spazio topologico com-
patto e di Hausdorffed [ : N — X un’applicazione. Allora
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lim(Cn) lim(%) f(n+m)))(m)(n) =lim f(i 4+ m)

Dimostrazione. Seguiamo Hindman/Strauss, pag 74 (theorem 4.5).
(1) Per il lemma 6.20 abbiamo (O f(m + n))(m) = f(n + m), per cui

m

Penunciato e equivalente a lim(Q lim f(n +m))(7) = f(n + m).

(2) Introduciamo le seguenti notazioni:
y = lim f(7 + m).
g(n) := lim f(n+m) per ogni n, cosicché otteniamo un’applicazione
g:N— X.
x = lim g(7).
(3) Dobbiamo percio dimostrare che z = y.

(4) Sia x # y. Allora esistono U € U(z) e V € U(y) con U NV # (.
Possiamo assumere che U sia aperto.

(5) Siano A:= f~1(V)e B:= g }(U).

Allora f(ii +m) — y implica V' € f(ii + m), per cui A € 7 + m,
mentre g(7i) — x implica U € g(), cosicché B € 7.
In particolare vediamo che A € U(cy;,(i1)) e dalla continuita di as;,
(proposizione 6.18) segue che C € # con a,;,(C) C A.

(6) Abbiamo quindi BN C € 7, per cui BN C # (. Possiamo scegliere
i € BN C. Fissato questo i, sia h := O f(i+m) : N — X. Dal
lemma 6.20 abbiamo h(m) = f(i + ) e quindi (M) — g(i).

In primo luogo ¢« € B, per cui g(i) € U. Siccome U e aperto,
abbiamo U € U(g(i)) C h(1n), cosicché D := h=1(U) € .

(7) Daltra parte i € C, quindi i +m € Aed A € U(i + 7). Per la
continuita di « esiste E € 1 con o;(E) C A.

(8) Allora DNE € m, per cui DN E # (). Possiamo scegliere j € DN E.
j € Dimplica h(j) = f(i+j) € U. D’altra parte j € F e cio implica
i+j€ A percui f(i+j)€V.

Ma allora f(i + j) € U NV = (), una contraddizione.
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7. SISTEMI DINAMICI COMPATTI

Situazione 7.1. X sia uno spazio topologico compatto e di Hausdorff e
T : X — X un’applicazione continua. Diciamo allora che X = (X,T)
e un sistema dinamico compatto. v ed y siano elementi di X quando
non indicato diversamente. Solo per ragioni formali, per rendere non
ambigua la notazione ¢, della definizione 7.3, assumiamo inoltre che

XNZ=0.

Definizione 7.2. Un sottoinsieme A C X é detto invariante se
TA C A.

Definizione 7.3. Per n € N ed 2 € X siano ¢,(x) := ¢z(n) := T"x.
Otteniamo cosi applicazioni p : Nx X — X [ o, : X — X e
pr : N— X.

Poniamo poi

(K, A) == | ] on(4d) ={T"z |n € K,z € A}
o N(K,A):= ] ¢, (A) ={y € X | esisten € K con Ty € A}

In particolare

o ' (n,A) ==, (A) :={y e X | T"y € A}
o l(n,x)={ye X |T"y =z}

Definizione 7.4. L'insieme ¢(N, z) si chiama l'orbita di z,
o(Z,x) == p(N,2)|J o Y(N, z) Lorbita bilaterale di .

Definizione 7.5. Poniamo

Osservazione 7.6.

(1) y € w(x) seesolo se perogni U € U(y) e per ogni k € Nesisten > k
tale che T"x € U.
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(2) y € a(x) se e solo se per ogni U € U(y) e per ogni k € N esistono
n>kezeUtaliche T"z = x.

Proposizione 7.7. Gli insiemi a(x) e w(x) sono chiusi e invarianti.

Dimostrazione. w(x) e «(z) sono insiemi chiusi perche intersezioni
di insiemi chiusi. Per dimostrare che w(z) & invariante, si osserva che
per ogni k € N si ha

To(N+F2) C ToN+ k,2) = p(N+ b+ L,2) C w(a)

utilizzando nella prima inclusione la continuita di 7.

Anche «a(x) e invariante, infatti per £ > 1, si ha
Te '(N+k,x) CTe !(N+k,z) =9 ' (N+k—1,2) C a(z).

Definizione 7.8. x e chiamato ricorrente se + € w(z). Per losser-
vazione 7.6 cio significa che per ogni U € U(z) ed ogni k € N esi-
ste n > k tale che 7"z € U. Denotiamo R(X,T') I'insieme dei punti
ricorrenti.

Osservazione 7.9. w(Tz) = w(x) e a(Tz) = a(z).

Dimostrazione. Siccome ¢(N + 1, z) C ¢(N, z) abbiamo

o0

ﬁ (N+k, ) :ﬂ (N+kz)=[)eN+kTz) =wlx).
k=1 k=0

Nello stesso modo si vede che a(Tz) = a(x).

Osservazione 7.10. R(X,T) un insieme invariante.

Dimostrazione. Sia x € R(X,T), cioe = € w(z). Per la proposizione
7.7 e l'osservazione 7.9 abbiamo 7'z € w(z) = w(T'z).

Definizione 7.11. Un punto z & detto non vagante (in inglese non
wandering) se per ogni U € U(x) si ha UNe YN+ 1,U) # 0. Al-
trimenti z si chiama vagante. Indicheremo con N(X,T) I'insieme dei
punti non vaganti.

Proposizione 7.12.
(1) N(X,T) e chiuso e invariante.
(2) N(X,T) contiene w(z) e a(z) per ogni z € X.

Dimostrazione.

(1) Per dimostrare che N(X,T) e chiuso, dimostriamo che I'insieme
dei punti vaganti e aperto.
Siaz € X \ N(X,T). Allora esiste U € U(x) tale che
UN¢ '(N+1,U) = . Ma U & intorno di ogni suo punto e quindi
UcC X\ N(X,T). Cido mostra che N(X,T) e aperto.
Dimostriamo ora che N(X,T) e invariante. Siano z € N(X,T)
eV € U(Tz). Allora per la continuita di 7" esiste U € U(x) tale
che TU C V. Per ipotesi U (¢ (N + 1,U) # (. Cio significa che
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esistonoy € U e n > 0 tali che T"y € U. Per la scelta di U abbiamo
TyeVeT"Ty=TT"ycV,percuiTy € VN }(N+1,V) # (.
Questo insieme & percio non vuoto.

(2) Sianoy € w(x) e U € U(y).

o

Siccome y € () ¢(N+ k,z), in primo luogo esiste k£ > 0 tale che
k=0

2 :=T*x € U. Poi esiste perd anche n > k + 1 tale che

Tz =T *Tkz cUconn—k>1,percuizc U '(N+1,U)

Nello stesso modo si dimostra che a(z) C N(X,T).

Proposizione 7.13. R(X,T) C N(X,T).

Dimostrazione. Sia x € R(X,T). Allora z € w(z) C N(X,T), cosicche
vediamo che R(X,T) C N(X,T). Percio R(X,T) C N(X,T)=N(X,T),
poiche dalla proposizione 7.12 sappiamo che N(X,T") e chiuso.

Lemma 7.14. Se y € p(N,z) e z € p(N,y), allora z € p(N, )

Dimostrazione. Sia U € U(z), allora U (| ¢(N,y) # 0.

Poiche y € ¢(N, z) implica ¢(N,y) C ¢(N, z), allora anche
UN¢(N,z) # 0.

Definizione 7.15. Un sottoinsieme A di X si dice minimale se A e
chiuso, non vuoto e invariante e tale che ogni sottoinsieme invariante,
chiuso e non vuoto di A coincide con A.

Il sistema dinamico X = (X, T) si dice minimale, se X stesso € un
insieme minimale.

Teorema 7.16. X contiene un insieme minimale.

Dimostrazione. La dimostrazione utilizza il lemma di Zorn. Sia
C l'insieme dei sottoinsiemi chiusi, non vuoti e invarianti di X con
lordine parziale dato dall’inclusione. Poiche X € C, C non & vuo-
to. Sia K una catena di C. Allora ogni intersezione finita di insie-
mi di £ & non vuota, quindi dalla compattezza di X discende che

(| K # (. Percio, grazie al lemma di Zorn, possiamo concludere che
Kek
C contiene un elemento minimale rispetto all’inclusione insiemistica
che evidentemente ¢ un insieme minimale nel senso della definizione

7.15.

Definizione 7.17. Un sottoinsieme K di N si dice relativamente denso,
se esiste un d € N tale che [n,n + d][| K # 0 per ognin € N.

Definizione 7.18. Un punto = € X si dice quasiperiodico se per ogni
U € U(x) linsieme ¢, }(U) := {n € N | T"z € U} & relativamente
denso.

Osservazione 7.19. Per x € X, U C X, K C N sono equivalenti:

(D oY (U)N(K +n) # 0 per ogni n € N.
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2) (K +n,z)(\U # 0 per ogni n € N.
(3) ¢(N,z) C o Y(K,U).

Dimostrazione. (1) = (2): Sian € N. Per ipotesi esiste k € K con
k+n € ;Y (U), cioe tale che T"*x ¢ U. Ma T" "2 € (K +n,x).

(2) = (3): Siay € ¢(N,x) allora esiste n € N tale che 7"z = y.
Lipotesi (2) implica che esiste k € K con T""*z € U, e cio significa che
TFy € U.

(3) = (1): Sian € N. Allora esiste k € K con T"T"z € U. Cio
significa n + k € o, 1(U).

Lemma 7.20. Sono equivalenti:

(1) X é minimale.

(2) p(N,x) = X per ogni x € X.

(3) Per ogni aperto U # 0 di X vale o~'(N,U) = X.

(4) Per ogni aperto U # () di X esiste un sottoinsieme finito F di N con
e LW(FU) = X.

(5) Per ogni aperto U # () di X esiste un sottoinsieme finito F' di N con
o(F,x) U # 0 per ogni x € X.

Dimostrazione. (1) <= (2): Ovvio, perché (N, z) e un sottoinsieme
non vuoto, chiuso e invariante di X.

(2) = (3): Chiaro.

[e.@]
(3) == (4): Per ipotesi X = | ¢, (U). Per la continuita di T
n=0

per ogni n € N l'unione ¢, 1 (U) = (T")~}(U) & aperto. Abbiamo percio
un ricoprimento aperto di X, che per la compattezza di X possiede un
sottoricoprimento finito di X. Esiste un insieme finito ' C N tale che
¢ (FU)=X.

(4) = (3): Ovvio.
(4) < (5) Chiaro.

Lemma 7.21. Per x € X sono equivalenti:

(1) ¢(N,x) e minimale.

2) yep(N,z) = x € p(N,y).

(3) Per ogni U € U(z) vale p(N,z) C o1 (N,U).

(4) Per ogni U € U(x) esiste un sottoinsieme finito F' di N con
p(N,z) C ¢ (F,U).

(5) Per ogni U € U(z) esiste un sottoinsieme finito F di N con
p(N,z) C o~ (F,U).

(6) Per ogni U € U(x) esiste un sottoinsieme finito F' di T con
o(F +n,z) (U # 0 per ogni n € N.

Dimostrazione. (1) < (2): Ovvio.

(3) <= (4): (N, x) & compatto.
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(4) = (5): Ovvio.

(5) = (4): SiaU € U(x). X & compatto e di Hausdorff, quindi
regolare, percio esiste un intorno chiuso V=V € U(z) con V C U.

Per ipotesi esiste un sottoinsieme finito F' C T con p(N, z) C ¢~ (F,U),
percio

e(N,z) C o~ (F,U) = LEJFcpEl(V)

= U el(V) 2o H(EV) C o (R ).
nekl

< vale perché F' e finito, 2 per la continuita di 7.

(5) < (6): Osservazione 7.19.

Teorema 7.22. o(N, z) ¢ minimale se e solo se x ¢ un punto quasiperi-
odico.

Dimostrazione. La condizione (6) del lemma 7.21 & soddisfatta se e
solo se o~ ! — z(U) & relativamente denso.

Corollario 7.23. x sia quasiperiodico. Allora ogni punto di p(N,z) e
quasiperiodico.

Dimostrazione. Dal teorema 7.22 discende che ¢(N,z) € minimale
e per il lemma 7.20 o(N,z) = ¢(N,y) per ogni y € ¢(N,z) e quindi
sempre per il teorema 7.22 y & quasiperiodico.

Corollario 7.24. Se X é minimale, allora ogni punto di X é quasiperi-
odico.

Corollario 7.25. X contiene un punto quasiperiodico.

Dimostrazione. Per il teorema 7.15 X contiene un sottoinsieme mi-
nimale Y. Y & non vuoto per definizione e ogni suo punto & quasiperi-
odico.

Osservazione 7.26. A e B siano sottoinsiemi minimali di X. Se
ANB #0, allora A= B.

Dimostrazione. Sia xz € A() B. Per il lemma 7.20 abbiamo
A=¢(N,z)=pN,z)=B.

Teorema 7.27. Sono equivalenti:

(1) Ogni punto di X é quasiperiodico.

(2) Le chiusure d’orbita dei punti di X formano una partizione di X.
Dimostrazione. (1) = (2): E chiaro che X = |J o(N, z).

rzeX
Se ogni punto & quasiperiodico, tutte le chiusure d’orbita sono mini-

mali e dall’osservazione 7.26 segue che esse formano una partizione.

(2) = (1): Sianoz € X ed y € ¢(N,z). Allora ¢(N,y) C ¢(N, z) per
il lemma 7.14. L'ipotesi che le chiusure d’orbita formino una partizione
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implica che ¢(N,y) = ¢(N,z) e quindi z € ¢(N,y). Vediamo che =
soddisfa la condizione (2) del lemma 7.21.
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8. IL SISTEMA DINAMICO UNIVERSALE (8N, a;)

Situazione 8.1. X = (X, T) sia un sistema dinamico compatto, z € X.

Nota 8.2. Abbiamo definito 'applicazione ¢, = O7T"z : N — X.

Per il teorema 4.27 abbiamo un diagramma commutativo

N —— AN
x {“m%
X

in cui ¢ & I'inclusione. L'applicazione lim ¢, & continua. Siccome
pz(n) =T"z per n € N, per 7t € N poniamo (in leggero contrasto con la
definizione 1.11)

Tz := lim @, (i) = lim(Q T"x) ()

Proposizione 8.3. Lapplicazione lim ¢, & un omeomorfismo di sistemi
dinamici (N, 1) — (X, T). Cio significa che il diagramma

AN —21+ BN
lim ¢, lim ¢,
X LS+ x

¢ commutativo oppure, piu esplicitamente, che TT"z = T" 'z per ogni
i € ON.

Dimostrazione. Siccome tutte le applicazioni che appaiono nel di-
agramma sono continue, € sufficiente dimostrare che i due rami del
diagramma coincidono su N. Per n € N abbiamo pero

T(lim g, )(n) = Tp.(n) =TTz = T n

(lim p,) (1 (n)) = (lim ) (n + 1) = Tz

Proposizione 8.4. La chiusura d’'orbita di x consiste esattamente dei
punti T"xz con i € ON e coincide quindi con l'immagine di lim @,.

Dimostrazione. (1) Sia y € ¢(N,z). Allora per ogni U € U(y) esiste
ny € Ntale che T"vx € U. Sia Ey :={ny |V € U(y) con V C U}.
E chiaro che allora 7"z € U per ogni n € Ey. Allora {Ey | U € U(y)}
€ un intreccio su N e quindi esiste 1 € ON tale che Eyy € 7 per ogni
Uel(y).

Dimostriamo che 7"z = y, cioe che (1) — y. Sia infatti U € U(y).
Dobbiamo dimostrare che ¢, }(U) € #. Ma Ey C ¢ 'a(U), perche,
come abbiamo visto, 7"z € U per ognin € Ey.
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(2) Siano viceversa i € ON ed y := Tz, ciog ¢, (i) — y. E sufficiente

dimostrare che (N, x) € ¢, (). Ma cio & chiaro perche p(N, z) = ¢, (N)
ed N € .

Teorema 8.5. Se X é transitivo, in particolare se X é minimale, allora
X e immagine omomorfa di (ON, ay).

Dimostrazione. Proposizioni 8.3 e 8.4.

Proposizione 8.6. Siano x € X ed 71, € GN.
Allora TNy = Ty,

Dimostrazione. Usiamo la proposizione 6.21 e la nota 1.16 insieme
alla continuita delle applicazioni 7.

T = hm(O T4%) (i + 1) °2' lim (O lim(O T ") (7)) ()
k n mn

1.16 .
=1

m((n) ™ lim((n? TMx) (1)) (i) =
= lim(Q T"T™z) (i) = T Tz,

n

Nota 8.7. Le applicazioni 7" : X — X definite per /i € N in genere
non sono continue, cosi come non e continua 'applicazione

ﬂN xX —X

(i, x) — Thx
Nonostante cio si puo sviluppare una teoria algebrica profonda del
monoide AN che, in virtu del teorema 8.5, mostra che la teoria dei

sistemi dinamici compatti ¢ interamente contenuta nella struttura del
monoide (3N, +).
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